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Рассматривается одна негладкая задача оптимального управления, описывае-
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лучены необходимые условия оптимальности первого порядка. 
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В работах [1, с. 69-80; 2, с. 1385-1388; 3, с. 512-514; 4, с. 175-220; 5, 

с. 352-368] и др. изучены различные негладкие задачи оптимального 
управления, описываемые обыкновенными дифференциальными уравне-
ниями, как  в смысле негладкости функций задающие критерий качества, 
так и в случае негладкости правых частей системы уравнений по вектору 
состояния. 

Предлагаемая работа посвящена исследованию одной задачи оп-
тимального управления системами Гурса-Дарбу без предположения глад-
кости по вектору состояния функционала качества и правой части диффе-
ренциального уравнения, описывающий исследуемый процесс. 

Постановка задачи. Пусть управляемый процесс описывается 
системой нелинейных гиперболических уравнений 

( ) ( ) [ ] [ ]1010 ,,,,,,, xxttXTDxtuzxtfz xt ×=×=∈= ,            (2.1) 
с краевыми условиями 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ).
,,,

,,,

00

0

0

tbxa

Tttbxtz

Xxxaxtz

=

∈=

∈=

                                    (2.2) 

Здесь ( )xtz ,  − n -мерный вектор состояния, ( )uzxtf ,,,  − заданная 
n -мерная вектор-функция непрерывная в rn RRD ××  и удовлетворяющая 
условию Липшица, а каждая ее компонента ( )uzxtfi ,,, , ni ,1=  имеет про-
изводные по любому направлению, ( )xa , ( )tb  − заданные непрерывно-
дифференцируемые на [ ]10 , xx , [ ]10 ,tt  вектор функции, соответственно, 
( )xtu ,  − r -мерный кусочно-непрерывный (с конечным числом линий раз-

рыва первого рода) вектор управляющих воздействий (см. напр. [6, с. 
1158]) со значениями из заданного непустого и ограниченного множества 
U , т.е. 

( ) [ ] TtttRUxtu r =∈⊂∈ 10 ,,, .                                 (2.3) 
Управляющую функцию ( )xtu , , удовлетворяющую вышеприве-

денным ограничениям назовем допустимым управлением. 
Предполагается, что каждому допустимому управлению ( )xtu ,  со-

ответствует единственное решение ( )xtz ,  (в смысле [6, с. 1158-1159]) за-
дачи (2.1)-(2.2). 

Задача заключается в минимизации терминального функционала 
( ) ( )( )11, xtzuS Φ= ,                                              (2.4) 

определенного на решениях краевой задачи (2.1)-(2.2), порожденных все-
возможными допустимыми управлениями. 

Здесь ( )zΦ  − заданная липшицевая, дифференцируемая в nR  по 
направлениям скалярная функция. 

Допустимое управление ( )xtu ,  доставляющий минимум функцио-
налу (2.4) при ограничениях (2.1)-(2.3) назовем оптимальным управлени-
ем, а соответствующий процесс ( ) ( )( )xtzxtu ,,,  − оптимальным процес-
сом. 

Основные результаты. Пусть ( )xtu ,  заданное допустимое управ-
ление. Через  

( ) ( ) [ ) [ ) ( )
( ) ( ) ( )





∈

=+×+∈
=

ε

εεξξεθθε

DDxtxtu

Dxtv
xtu

\,,,

,,,,,
,          (3.1) 

определим "возмущенное" управление. 
Здесь ( ) [ ) [ )1010 ,,, xxtt ×∈ξθ  − произвольная точка непрерывности 

управления ( )xtu , , Uv∈  − произвольный вектор, а  0>ε  − произвольное 
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достаточно малое число, такое что 1t<+ εθ , 1x<+ εξ . 

Через ( )xtz ,ε  обозначим решение краевой задачи (2.1)-(2.2) соот-
ветствующее "возмущенному" управлению ( )xtu ,ε , определяемой фор-
мулой (2.5). 

Положим 

                               ( ) ( ) ( )
ε

ε

ε

xtzxtzxth ,,, lim
0

−
=

→

. 

Здесь по определению ( ) ( ) ( ) ( )( )xthxthxthxth n ,,...,,,,, 21= . 
Из краевой задачи (2.1)-(2.2) следует, что 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] .,,,,,,,,,,

,,

0 0

∫ ∫ −=

=−
t

t

x

x

ddssuszsfsuszsf

xtzxtz

τττττττ εε

ε

        (3.2) 

Из оценки, например, установленные, а также приведенные в рабо-
тах [6-13] и др. следует, что 

( ) ( ) ( ) εεε
1,,, Lxtzxtzxtz ≤−=∆ ,    ( ) Dxt ∈, ,             (3.3) 

                                               01 >= constL . 
Учитывая эту оценку из (3.2) получаем, что 

          

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] .,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,

∫ ∫

∫ ∫

+ +

+ +

−+

+−=−

t x

ddssuszsfsuszsf

ddssuszsfvszsfxtzxtz

εθ εξ
ε

εθ

θ

εξ

ξ

ε

τττττττ

ττττττ

 

Отсюда используя то, что функция ( )uzxtf ,,,  имеет по z  произ-
водные по любому направлению получаем, что при θ>t , ξ>x  

( ) ( ) ( )( )
( ) +

∂
∂

= ∫ ∫
t x

dds
sh

suszsfxth
θ ξ

τ
τ

τττ
,

,,,,,,  

( )( ) ( ) ( )( )[ ] .,,,,,,,,, ξθξθξθξθξθ uzfvzf −+                   (3.4) 
Напомним, что при θ<t , x<ξ , ( ) 0, ≡xth . 
Соотношение (3.4) эквивалентно следующему дифференциально-

му уравнению с частными производными 
( ) ( )( )
( )xth

xtuxtzxtfhtx ,
,,,,,

∂
∂

= ,  θ≥t , ξ≥x ,                      (3.5) 

с краевыми условиями 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ).,,,,,,

,,,,,,,

ξθξθξθξ

ξθξθξθθ

uzfth

uzfxh

v

v

∆=

∆=
                          (3.6) 
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По предположению функция ( )zΦ  дифференцируема по любому на-
правлению и удовлетворяет условию Липшица. Поэтому используя формулу 

                     ( ) ( ) ( ) ( )xtxthxtzxtz ,,,,, εοεε ++= , 
имеем 

              
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( ).

,
,

,,;,,

1
11

11

11111111

εοε

εοεε

+
∂
Φ∂

=

=Φ−++Φ=

xth
xtz

xtzxtxthxtzuS-uS
 

Следовательно, имеет место 
Теорема 3.1. Для того, чтобы допустимое управление ( )xtu ,ε  было 

оптимальным управлением необходимо, чтобы неравенство 
( )( )
( ) 0

,
,

11

11 ≥
∂
Φ∂

xth
xtz                                           (3.7) 

выполнялось для всех допустимых вариаций ( )11, xth  состояния ( )11 , xtz . 
Из этого общего результата можно получить более конструктив-

ные необходимые условия оптимальности. Для этого нужно использовать 
специфические свойства функций ( )uzxtf ,,,  и ( )zΦ . 

Рассмотрим сначала случай, когда ( )uzxtf ,,,  гладкая, по z  вектор-
функция и ( )zΦ  непрерывно дифференцируема. Тогда интегральное 
уравнение (3.4) записывается в виде 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )ξθξθξθτττττ

θ ξ

,,,,,,,,,,,, uzfddssh
z

suszsfxth v

t x

∆+
∂

∂
= ∫ ∫ , 

θ≥t , ξ≥x .                                               (3.8) 
Найдем представление  решения интегрального уравнения (3.8). 
Используя формулу о представлении решений линейных неоднород-

ных интегральных уравнений типа Вольтерра (см. например [14-16]) имеем 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) .,,,,,,;,

,,,,,,

∫ ∫ ∆+

+∆=
t x

v

v

ddsuzfsxtR

uzfxth

θ ξ

τξθξθξθτ

ξθξθξθ

                 (3.9) 

Здесь ( )sxtR ,;, τ  − ( )nn× -матричная функция, являющаяся реше-
нием уравнения 

( ) ( ) ( )( )
+

∂
∂

=
z

suszsfsxtR ,,,,,,;, ττττ  

( ) ( ) ( )( )
∫ ∫ ∂

∂
+

t x

s

dd
z

suszsfxtR
τ

βατττβα .,,,,,,;,                 (3.10) 

Принимая во внимание сделанные предположения и представле-
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ние (3.9) из неравенства (3.7), имеем 

    

( )( )
( )

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) .0,,,,,,;,,

,,
,
,

1 1

11
11

11
11

11

11

≥∆











+

∂
Φ′∂

=

=
∂

Φ′∂
=

∂
Φ∂

∫ ∫ ξθξθξθττ
θ ξ

uzfddssxtRE
z

xtz

xth
z

xtz
xth
xtz

v

t x (3.11) 

Полагая 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ),,,,,,,,,,,,

,,,;,, 11
11

1 1

vzfvzH

z
xtzddssxtRE

t x

ξθξθξθψξθψξθξθ

ττξθψ
θ ξ

′=

∂
Φ′∂

′












+−= ∫ ∫               (3.12) 

неравенство (3.1) записывается в виде 
                   ( ) ( ) ( )( ) 0,,,,,,, ≤∆ ξθψξθξθξθ uzHv . 
Отсюда в силу произвольности Uv∈  и ( ) [ ) [ )1010 ,,, xxtt ×∈ξθ  при-

ходим к известному (см. напр. [6-13]) утверждению 
Теорема 3.2. (Принцип максимума Понтрягина [6-13]). Если 

функции ( )uzxtf ,,, , ( )zΦ  непрерывно дифференцируемы по z , то для 
оптимальности допустимого управления ( )xtu ,  необходимо, чтобы соотно-
шение 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )ξθψξθξθξθξθψξθξθ ,,,,,,,,,,,,,max uzHvzH
Uv

=
∈

  (3.13) 

выполнялось для всех ( ) [ ) [ )1010 ,,, xxtt ×∈ξθ . 
Соотношение (3.13), есть известнoе условие максимума для задачи 

(2.1)-(2.4). 
Получим уравнение, которому удовлетворяет вектор-функция ( )ξθψ , . 
Решение интегрального уравнения (3.8) допускает представление в 

виде (3.9). Учитывая этого из (3.12), имеем 
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

×











+

∂
′∂

+
∂

Φ∂
−=

=
∂

Φ∂
′












∂
∂









+

+
















∂
′∂

+−=

=
∂

Φ′∂
′











+−=

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

,;,,,,,,,

,,,,,,,;,

,,,,,

,,;,,

11
11

11

11
11

t x t x

s

t x t x

s

t x

t x

ddxtRE
z

suszsf
z

xtz

z
xtzdds

z
suszsfddxtR

dds
z

suszsfE

z
xtzddssxtRE

θ ξ τ

θ ξ τ

θ ξ

θ ξ

βαβατττ

ττττβαβα

ττττ

ττξθψ

 

    ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) .,,,,,,,, 1 1
1111 ∫ ∫ ∂

′∂
+

∂
Φ∂

−=
∂

Φ∂
×

t x

ddss
z

suszsf
z

xtzdds
z

xtz

θ ξ

ττψττττ  

Таким образом, доказали, что ( )ξθψ , , определяемая, формулой 
(3.12), является решением интегрального уравнения 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ).,,,,,,,, 11
1 1

z
xtzddss

z
suszsft x

∂
Φ∂

−
∂

′∂
= ∫ ∫

θ ξ

ττψτττξθψ      (3.14) 

Теперь предположим, что ( )uzxtf ,,,  гладкая по z  вектор-функ-
ция, а функция ( )zΦ  квазидифференцируема в точке ( )11, xtz . 

Тогда неравенство (3.7) принимает вид 
( )( )
( ) ( )( )

( )
( )( )

( )11,11,
11

11 ,min,max
,
,

1111

xthxth
xth
xtz

xtzxtz
βα

βα
′+′=

∂
Φ∂

Φ∂∈Φ∂∈
,      (3.15) 

где ( )( ) ( )( )[ ]1111 ,,, xtzxtz Φ∂Φ∂  − квазидифференциал (см. напр. [4, 5]) 
функции ( )zΦ  в точке ( )11, xtz . 

Из (3.7), (3.15) получаем, что 

    
( )( )

( ) ( )

( )( )
( ) ( ) .0,,;,min

,,;,max

1 1

11

1 1

11

11,

11,

≥











∆









+′+

+











∆









+′

∫ ∫

∫ ∫

Φ∂∈

Φ∂∈

ξθβ

ξθα

θ ξ
β

θ ξ
α

fdtdxxtxtRE

fdxdtxtxtRE

v

t x

xtz

v

t x

xtz

      (3.16) 

Полагая 

( ) ( ) ( )( )1111 ,,,;,,
1 1

xtzdtdxxtxtRE
t x

Φ∂∈

′












+= ∫ ∫ ααξθψ

θ ξ
α ,   (3.17) 



 11 

 ( ) ( ) ( )( )1111 ,,,;,,
1 1

xtzdtdxxtxtRE
t x

Φ∂∈

′












+= ∫ ∫ ββξθψ

θ ξ
β .   (3.18) 

Из неравенства (3.16) получаем, что 

( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( ) ( )( ) .0,,,,,,,min

,,,,,,,maxmax

11

11

,

,

=
∆+


 +∆

Φ∂∈

Φ∂∈∈

ξθψξθξθξθ

ξθψξθξθξθ

β
β

αα

uzH

uzH

vxtz

vxtzUv
      (3.19) 

Условие оптимальности (3.19) является аналогом принципа мак-
симума Л.С.Понтрягина. Функции ( )ξθψα , , ( )ξθψ β , , определяемые фор-
мулами (3.17), (3.18), называются сопряженными функциями в рассмат-
риваемой задаче. 

Наконец отметим, что в случае выпуклости множества U  и глад-
кости вектор-функции ( )uzxtf ,,,  по uz,  и можно получить аналог ли-
неаризованного условия максимума. 

Теорема 3.3. В случае выпуклости множества U  для того, чтобы 
допустимое управление ( )xtu ,  было оптимальным необходимо, чтобы не-
равенство 

( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0,,,,,,,,,min

,,,,,,,,,max

1

0

1

0
11

1

0

1

0
11

,

,

≥−
∂

′∂
+

+−
∂

′∂

∫ ∫

∫ ∫

Φ∂∈

Φ∂∈

t

t

x

x
xtz

t

t

x

x
xtz

dtdxxtuxtv
u

xtxtuxtzxtH

dtdxxtuxtv
u

xtxtuxtzxtH

α

β

α

α

ψ

ψ

(3.20) 

выполнялось для всех ( ) Uxtv ∈, , ( ) Dxt ∈, . 
Соотношение (3.20) есть аналог линеаризованного условия макси-

мума в рассматриваемой задаче. 
Случай наличия функциональных ограничений типа нера-

венств. В этом пункте рассматривается задача о минимуме функционала 
( ) ( )( )110 , xtzuS0 Φ=                                            (4.1) 

при ограничениях 
( ) ( )( ) 0, 11 ≤Φ= xtzuS ii ,    pi ,1= ,                               (4.2) 

( ) ,, rRUxtu ⊂∈    ( ) [ ] [ ]1010 ,,, xxttDxt ×=∈ ,                         (4.3) 
( ) ( ) Dxtuzxtfz xt ∈= ,,,,, ,                                   (4.4) 

   

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ).
,,,

,,,

00

0

0

tbxa

Tttbxtz

Xxxaxtz

=

∈=

∈=

                                       (4.5) 
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Здесь ( )ziϕ , pi ,0=  − заданные липшицевые и дифференцируемые 
по направлениям скалярные функции, а остальные данные задачи (4.1)-
(4.5) удовлетворяют тем условиям гладкости, которые приведены в п.1. 

Пусть ( ) ( )( )xtzxtu ,,,  оптимальное управление в задаче (4.1)-(4.5). 
Введем множество активных ограничений ( ) ( )( ){ }pixtziuI i ,1,0,: 11 ==Φ=  
и положим ( ) { } ( )uIuJ ∪= 0 . 

Теорема 4.1. Для оптимальности допустимого управления ( )xtu ,  в 
задаче (4.1)-(4.5) необходимо, чтобы неравенство 

( )

( )( )
( ) 0

,
,max
11

11 ≥
∂
Φ∂

∈ xth
xtzi

uJi
                                     (4.6) 

выполнялось для всех допустимых вариаций ( )11, xth  состояния ( )11, xtz . 
Доказательство. Допустим обратное. Пусть существует допусти-

мое направление ( )11, xth , т.е. Uv ∈ , ( ) [ ) [ )1010 ,,, xxtt ×∈ξθ  такие, что 

( )

( )( )
( ) 0

,
,max
11

11 <
∂
Φ∂

∈ xth
xtzi

uJi
 .                                 (4.7) 

Специальное проварьированное управление определим по формуле 

                ( ) ( ) ( ) [ ) [ )
( ) ( ) ( )





∈

+×+=∈
=

.\,,,

,,,,,
,

ε

εξξεθθεε

DDxtxtu

Dxtv
xtu  

Тогда ясно, что 

                               ( ) ( ) ( )
ε

ε

ε

xtuxtzxth ,,, lim
0

−
=

→

    (4.8) 

будет решением уравнения 

                  
( ) ( ) ( )( )

( )
( )( ) ( ) ( )( )[ ],,,,,,,,,,

,
,,,,,,

ξθξθξθξθξθ

τ
τ

τττ

θ ξ

uzfvzf

dds
sh

suszsfxth
t x

−+

+
∂

∂
= ∫ ∫  

причем (см. п.3) 
( ) ( ) ( ) ( )xtxthxtzxtz ,;,,, εοεε +−= .                        (4.9) 

Используя (4.9) имеем 

  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( ) .,0,

,
,

,,;,,

1
11

11

11111111

pi
xth
xtz

xtzxtxthxtzuS-uS iii

=+
∂
Φ∂

=

=Φ−++Φ=

εοε

εοεε

 

Пусть ( )uIi∈ . Тогда по предположению (4.7) с помощью (4.9) по-
лучаем, что 
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( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) .0
,

,
,
,

1
11

11
1

11

11 <+
∂
Φ∂

=+
∂
Φ∂

+= εοεεοεε xth
xtz

xth
xtzuSuS i

ii  (4.10) 

Если предполагать, что { } ( )uIpi \,1∈ , то в силу непрерывности 
функций ( )ziΦ , { } ( )uIpi \,1∈  получаем, что 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) 0

,
,, 1

11

11
11 <+

∂
∂

+= εοϕεϕε

xth
xtzxtzuS i

ii .          (4.11) 

Неравенства (4.10), (4.11) показывают, что проварьированное уп-
равление ( )xtu ,ε  является допустимым управлением. При этом в силу 
(4.7) имеем 

                       ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) .0

,
,

1
11

110 <+
∂
Φ∂

=− εοεε xth
xtzuSuS0  

Другими словами 
                                            ( ) ( )uSuS0 <ε . 
А это противоречит оптимальности управления ( )xtu , . Этим тео-

рема доказана. 
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QURSA-DARBU SİSTEMLƏRİ İLƏ BİR HAMAR OLMAYAN İDARƏETMƏ 

MƏSƏLƏSİ HAQQINDA 
 

K.B. MƏNSİMOV, G.Ş. RAMAZANOVA 
 

XÜLASƏ 
 
Məqalədə Qursa-Darbu sistemləri ilə təsvir olunan bir hamar olmayan optimal 

idarəetmə məsələsinə baxılır. Optimallıq üçün birinci tərtib zəruri şərtlər alınmışdır. 
 

 Açar sözlər: hamar olmayan idarə məsələsi, Qursa-Darbu sistemi, qoşma sistem, 
maksimum prinsipi, kvazidiferensiallanan funksiya. 

 
ON ONE NONSMOOTH OPTIMAL CONTROL PROBLEM 

WITH GOURSAT-DARBOUX SYSTEMS 
 

K.B. MANSIMOV, G.Sh. RAMAZANOVA 
 

SUMMARY 
 
The paper considers one nonsmooth optimal control problem described by Goursat-

Darboux systems. First order necessary optimality conditions are obtained. 
 
Key words: nonsmooth control problem, Goursat-Darboux system, adjoint system, 

maximum principle, quasidifferentiable function. 
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